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GESTION OPTIMALE DU COUT DE PRODUCTION

INTRODUCTION

D8s 1'instant oi Tes relations techniques entre facteurs
et produit sont représentées par une fonction de production continue,la
firme dispose donc d'une infinité de combinaisons possibles de facteurs
Tui permettant de produire tout niveau de production dorné. D'ol, du
moment que la firme a/choisi de produire telle quantité particuliére,
elle doit résoudre le probiéme consistant & préciser quelle sera la
combinaison de facteurs utilisde parmi toutes celles qui permettent de
réaliser 1'objectif sguhaité. Or, & cette fin, on admet ici 1'hypothése
fondamentale selon lagquelle Te choix de Ta Tirme enitre les différentes
combinaisons de facteurs également efficientes est dicié essentielle-
ment par 1'objectif de minimisation du coit de production. Ainsi, parmi

toutes les combinaisomns de facteurs gqui permettent de réaliser Te ni-
veau de production souhaité, c'est donc la combinaison de moindre colt
qui est censée Btre choisie par 1a firme. Cetite hypothE&se va permettre
non seulement d'envisager quelle tera la position d'&quilibre adoptée
par 1a firme, mais en outre de dégager par le moyen d'une analyse de
statique comparative une série d'indications sur 1a mani&re dont la
firme réagit gquand 1'un ou 1'autre des différents &léments qui influ-
encent son coft de preoduction vient & se modifier.

On peut se demander, bien sir, si 1'objectif de minimi-
sation du ceit de production constitue effectivement un objectif pris
en censidération par une firme quelcongue. Sans entrer une fois de
plus dans le dé&tail de la discussion des objectifs de 1a firme, on
peut se contenter d'observer ici que, dés 1'instant oid 1'objectif de
maximisation du profit intervient soit comme objectif essentiel de 1a
firme, soit comme un des principaux objectifs visés par celle-ci, la

minimisation du coiit de production apparait alors comme une des condi-
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tions requises pour la réalisation de 1'objectif de maximisation du
profit global. Au surplus, 1'objecti{ de minimisation du coiit de pro-
duction n'est Evidemment pas spécifique au cas d'une firme en régime
capitaliste. Il peut tout aussi bien se concevoir, par exemple., dans
12 cas d'une firme dans ume Economie planifiée gqui se voit imposer

comme contrainte de réaliser les objectifs prescrits par Te planm tout

en minimisant son codt de production.

Compte tenu de 1'analyse Taite dans le chapitre premier,
on reléve d'embl&e que la combinaison de moindre coldt gui est donc
censée &tre choisie de préférence par T1a firme doit nécesszirement se
trouver dans le domaine de substitution. Cependant. on peut aveir inté-
rét 4 certains moments & Tormuler le pré&sent probléme d'une maniére
alternative : au lieu|de rechercher 1a combinaison de moindre codt
permettant de ré&aliser um niveau de production déterminé, on peut se
demander ay contraire quelle serait l1a quantité produite l1a plus &le-
vée qu'on serait en mesure d'obtenir 8@ 1'aide d'un codt de production
donné. En d'autres termes, en pareil cas, on a affaire 3 un probléme
de maximisation sous contrainte au Tieu d'un probléme de minimisation
sous contrainte. En fait, on aboutit & un résuliat identigue quelie
que soit T1a mani@re adoptée pour formuler Te probl2me posé 2 la firme

par la gestion optimale de son coflt de production.

En toute hypothése, i1 est évident que, pour opérer son
choix entre combinaisons de facteurs, 12 firme va devoir tenir compte
de leur prix ou, mieux, des conditions dans lesguelles elle peut acqué-
rir des guantités plus ou moins importantes des divers facteurs. Ceci
pose le probl&me de savoir quelle est i1a forme de concurrence en
vigueur sur les marchés de facteurs propres 3 la firme envisagée. On
supposera ici en premigére analyse que la firme se trouve dans une
s$ituation de concurrence parfaite sur chacun de ses marchés de facteurs.
Pour les besoins de 1a présente analyse, une telle hypoth2se implique

uniguement Te fait que la firme est en mesure de se procurer des guan-

titéds plus ou moins considérables des différents facteurs aux prix gui

sont respectivement en vigueur pour T*imnstant sur chaque marché& de fac-
teurs. En d'autres termes, les prix actuels sur les marchés de Tacteurs
sont censés demeurer inchangés, quelle que soient les auantités préci-

ses de facteurs demandées par la Tirme. On peut estimer gque c'est 14
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une sityation fort proche de ¢e qui est observé pour l1a plupart des
tirmes existantes sur hon nombre de marchds de facteurs.

Pour 1a firme qui se trouve ainsi dans une situation
de concurrence parfaite sur ses marché&s de facteurs, c'est-i-dire gui
considére leurs prix comme des donn&es qui Tui sont imposEes par le
marché, donc qui ne peuvent &tre influencées par son propre comporte-
ment, le rile de la flirme se limite par cons8guent 3 stipuler les
quantités qu'elie désfire utiliser aux prix actuellement en vigueur.
En d*autres termes, elle se comporte comme un simple ajusteur de guan-
titéd. En désignant par Wy et W les prix respectifs des facteurs
dans le cas simple od| i1 n'existe que les deux seuls facteurs =x; et
Xo s le codt de production (C) impligué par T'utilisation d'uné com-
binaison déterminée quelconque des deux facteurs peut s'&crire comme

suit

C=wp . %y +wy, . %, {1}

La formule (1) constitue 1'Egquation implicite d'une droite aui, dans

le quadrant positif du plan des facteurs, intercepte les deux axes de
coordonnées. Lette droite est appelée d'ordinaire une droite d'isocolt,
puisqu'elle montre toutes Tes combinaisons possibles des deux facteurs
paur lesquelles le colt de production atiteint un montant donmn&. 57

1'on fait prendre une série de valeurs successives 3 1a constante para-
métrique C , on obtient une famille de droites d'isocoftt. On peut
mettre aiternativement 1'Egquation du codt sous une forme explicite par

rapport & 1'un des facteurs. On a par exemple

X5 ® ﬁwa - Eﬂ%_i_wa? Xy (2)
" pinke

Ainsi, 1a valeur absolue de la pente d'une droite d'isocolt par rapport
3 1'axe des abscisses ol 1'on mesure x; €guivayt donc au rapport des
prix des facieurs. Comme, au stade actuel de 1'analyse, ces derniers
sont supposés constants, &1 en résulie go'au fur et 3 mesure que Ta
canstante L prend des valeurs de plus en plus &levies, 1a droite
d'isocoilt se déplace parall&lement & elle-méme en s'"&cariant de 1'ori-
gine. Tout le quadrant positif du plan des facteurs est ainsi entilre-

rement rempli par une famille de droites d'isocolt.
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On peut tenir compte alternativement de diverses formes
possibies d imperfection de Ta concurrence sur 1es marchés de facteurs.

En pareil cas, les prix des facteurs vont normalement varier en fonc-
tion des quantités demand&es. Les principaux cas & envisager seraient
respectivement ceux de la concurrence monopscnigue {un grand nombre de
firmes qui rivalisent | pour se procurer les services des facteurs dans
des conditions d'imperfection de la concurrence), de la comcurrence
oligopsonique (un petit nombre de firmes qui cherchent & acquérir les
services des fTacteurs), du monopsone {(un acheteur en pré&sence d'un
nombre &levé d'offreurs) et du monopole bilatdral (un acheteur opposé
i un seul vendeur). Cependant, 1'&tude ﬂe ces diverses formes de marché
doit se faire en principe dans Te cadre de l1a thé&ogrie des formes de
marché (cfr, notamment, 1a troisidme partie du cours).

Aussi, pour caractériser ici d'une manidre générale la
concurrence imparfaite sur les marchés des facteurs par rapport &
1'hypothése de concurrence parfaite sur lesdits marchés, on se Timitera
& supposer qu'en pareil cas, Tes prix des facteurs sont variables et
non plus constants, en fonction des guantités demandées par la Tirme.
En d'autres termes, 3 Ta différence du concurrent parfait gui prend
les prix des fTacteurs comme des données, le concurrent imparfait dis-
pose pour sa part d'un certain pouveir de monopsane sur ses marchés
de facteurs. Cela signifie gqu'il st en mesure d'influencer le prix
varséd 4 chague fTacteur en décidant d'en acquérir une quantitéd plus
ou moins considérable. Dans 1'hypothése normale, 1e prix & payer par
Ta firme sera d'autant plus &levé que celle=-¢i cherchera d acquérir
une quantité plus importante. En pareil cas, la firme est donc confron-
tée sur ses marchés de Tacteurs, en principe, avec des fonctions
d'offre croissantes. Par exemple, pour les deux facteurs envisagés,

les fonctions d'offre peuvent s$'Ecrire comme suit

) a {d=ia2Y G dee Fodwgi iR f
I

La firme est donc censée connaftre avec certitude les fonctions

d'offre susdites gu, ce gui revient au méme, les fonctions inverses

d'offre qui montrent de quelle manidre le prix de chaque facteur

réagit en fonction de Ta quantité ovtilisée par 1a firme
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W om w5 ks DOl fdomcig (3)

Pour chague faciteur, on peut alors distinguer son coit moyen et son
coiit marginal d'acgquisition. Le codt moven d'acquisition d'un facteur
Bquivaut au prix payé pour 1a quantité effectivement acquise par la
firme. Le codt marginal d'acquisition du facteur X:  Se définit quant
& lui comme suit

3C gl
TR L b, e T (4)
Ainsi, dans 1'hypothése normale précitée ol 1'on a : dw, /[ dx1 EE

le coidt marginal d'acquisition est forcément toujours supérieur au
coit moyen. La figure 1 illustre 1a relation entre le colt moyen et
le codt marginal d'acquisition dans le cas particulier ol Ta Tonction
d'offre du facteur et, partant 1a fonction inverse sont linéaires.

Figure 1

Cofit marginal d'acquisition

Cofit moyen
d'acguisition
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r En outre, i1 reste & woir si le codt marginal d'acquisition d'un fac-

teur, tel qu'il vient| d'Btre défini, est £raissant, constant ou, au
contraire, décroissant en cas d'augmentation de Ta gquantité employée
dudit facteur. Or, dans 1'hypoth&se dite normale. on conviendra que

le colit marginal d'acguisition d'un facteur est non seulement supérieur

d son colt moyen mais est de plus croissant :

azc d”i dEwT .
CER S I >0 . (i=1,2) (5)
E}{_E 1 'd.:'i._-l

En falt, dés 1'instant ol la fonction d'offre du facteur et, par voie

de cons&quence, la fonction ngerze sont non Tingaires, i1 est possi-
ble qgue la dérivée seconde (E—;i] s0it négative de telle sorte que

b
signe de 1'expression| (5} soit ;ﬂﬂﬁrtﬂfﬂ. L'hypothése normale gqui
vient d'étre posde consiste alors 3 admettre que le premier terme
du membre de droite de la relation (5) 1'emporte toujours en valeur
absolue sur le second. L'hypothése normale susdite se justifie dans
la mesyre ob, & court terme tout particuli&rement, i1 est réalists
d'admettre gue, plus le prix d'un facteur s'&l2ve, plus son offre
devient rigide. En d'autres termes, cela revient & dire gque 1'&1asg-
ticité de 1'offre du facteur tend § diminuer en principe au Tur et

d mesure que som prix augmente.

Das Tors, dans 1'hypothése normale ainsi caracifrisée,
on a affaire, non plus 3 des droites d'isocodt, mais & des courbes
d'isocodt décroissantes qui tournent leur concavité vers 1'origine

des axes

15 (2, 2C o (6)
a e ST S T . v !
—|. -—
-'ll = -i._|_ T i
: 3C e R 3% d%p
d 72, 3xg Ex$ X, axg dxg
TE il E = = ':l {F}
dx (3C }2
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A titre exceptionnel, on peyt considérer 1'hypothése
assurément peu fréguente ol le prix d'un facteur diminuerait en fonc-
tion de 12 quantitd acquise par Ta firme {c'est Te c¢as par exemple
d'une firme & laquelle un fournisseur d'énergie ou de matidres premi-
&res consent un tarif dégressif en fonction des quantités achetées.
Dans la troisiéme partie, on verra qu'il s'agit 13 d'un cas de discri-
mination par Tes prix}- En pareil cas, on & donc : dHT ! dxi < 0
Lorsqu'une telle &ventualité se vErifie, il paralt réaliste cependant
de supposer que le coit marginal d'acquisition demeure malgré tout
positif, tout en &tant inférieur au coidt moyen [wi}. 11 n'empéche gue,
ce qui caractérise une telie situation, c'est le fait que le coit mar-
ginal d'acquisition peut alors s'avérer &tre décroissant : EECfaxgdiﬂ.
D&s lors, dans le cas de deux facteurs, par exemple, 31 Te coiit margi-
nal d'acquisition du premier facteur est croissant, tandis gue celui
dy second est au contraire décroissant, on peut voir, sur base de
1'expression (7), quel les courbes d'isocodit tournent leur concayité
vers 1'origine des axes si Te premier terme du numérateur 1'emporte
sur le second en valeur absolue et inversement.

SECTION I : LA MINIMISATION DU COUT DE PRODUCTION DANS L'HYPDTHESE
DE CONCURRENCE PARFAITE SUR LES MARCHES DE FACTEURS

ConsidBrons tout d'abord les conditions d'une gestion
optimale du codt de production dams 1'Bventualité ol tous les marchés
de facteurs sont du point de wvue de la Ffirme ici envisagée des marchés
comp@titifs au sens qui a &té précisé. Il s'agit donc, & supposer qu'il
n'‘existe que deux facteurs, de minimiser la fonction de codt suivante

Co=wyl-%; + Wy . X (B)

en respectant toutefojis une contrainte, ¥ savoir le fait qu'on doit

*  au

s'efforcer d'atteindre un niveau de production prédéterming g
moyen d'une technologie donmée gui se trouve représentée par 1a fonc-
tion de production : |gq = f{x, , 12] . Alternativement, comme on 1'a

d&8jd remarqué&, on peut tout aussi bien formuler le pri&seni probléme
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de 12 manid&re suivante : on peut s'efforcer de maximiser Ta quantité
produite g = F[xl . xE} » 8 1'aide d'un coGt de production dont le
montant est prédéterming (par exemple, C°). Ainsi, dans le cas présent
la contrainte est maintenant représentée par 1'équation de d&finition
(). S1 1'on choisit pour commencer cette derniére formulation, on peut
tout d'abord remplacer %o dans 1a fonction de production par sa va-

leur exprimée en fonction de x, Sur base de 1'Equation de contrainte
(BY. On obtient daonc

Co= Wy %q

g = f(x e
1 7 HE

Dans ces conditions, il suffit 2 présent de maximiser g par rapport

d la seule variable de décision X1 s 2lors qu'initialement i1 s'agis-
sait de maximiser 1a méme variablie ¢q vis-&-vis des deux variables de

décision x gt X5 tout en respectant simultanément 12 contrainte

1
{(B). Des conditions suffisantes du premier et du second ordre pour un

maximum local régulier sont par conséquent les suivantes

%
w, 4
£+ f) [-%):n (9)
2
e .n;;ihﬁw
AN S T | e b S e (10)
R s

La condition du premier ordre peut &tre mise notamment sous 1a forme
suivante

17 £5 = wy /W, (11)

Cela revient & exiger 1°'2galité entre le taux marginal de substitution
(technigque) entre les deux facteurs envisagés et leur prix relatifs.
Le rapport des prix peut étre interprété comme le taux de transforma-
tion qui, dans les conditions de concurrence parfaite sur les marchés
de facteurs présentement envisagées, permet d'&changer une certaine
quaniité d'un facteur contre une quantité donnée de 1'autre facteur

tout en maintenant constant le codt de production. Sur 1'interpréta-
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tion du taux margimal) de substitution, on renvoie au chapitre précé-
dent. La figure 2 donne une illustration graphique de Ta condition
d'@8quilibre : le point X de tangence entre Ta droite d'isocodt
considérée et une isoguante correspondant & un niveau de production

q
tité produite pour le coldt de production envisagé.

* montre 1a combinaison de facteurs permettant de wmaximiser 1a quan-

Figure 2

En ce gui concerne la/condition du second ordre (10), =1ie peut étre
mise sous la forme sujivante en remplacant Te rapport des prix

l{w1 ! HE] par le taux marginal de substitution fi / fé . puis en

multipliant les deux membres de 1'inégalité par {fé]z -

E I =1 I ii I .2 Il

(42

On vérifie que cela revient & exiger gue 1e déterminant suivant soit
pasitif
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0 £ £
Fo= £ ol s (13)
fa 21 22

IT doit en &tre 2insi, on 1'a vu, 57 12 fonction de production est &
tout Te moins strictement gquasi concave.

Alternativement., on peut recourir comme suit 3@ Ta
mEthode de Lagramge. Puisgu'on s'efforce de minimiser 1z fonction
de colt C = w; . Xy ¥ Wy . X, , 50Us la contrainte qu'il s'agit

=]

d'obtenir la quantité g au moyen de la fonction de production

ftxl i xzj . on forme en consé&quence la fonction de Lagrange sui-
vante
L[xl » Kaos C') = Wy - Xp F oW, . Xy F C faq” = f{xl , xE}] (14)

Dans cette fonction, (' désigne ici un multiplicateur de Lagrange.
Les conditions nEcessaires du premier ordre exigent que les dérivées
partielles premig&res de la fonction de Lagrange par rapport au multi-
plicateur de Lagrange C" et aux différents instruments, calculées
aux points optimaux {E'}* : xT gt x; . soient nulles

q* = Flx; |+ x5} =0 (13)
wy = G} g = = 1,2) (16)

A partir des deux conditions (16)., on observe gue la condition sui-
vante doit Etre remplie

=

fa—
(%)

L' = = {17)

=
%
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Avant de commenter Ta| condition d'é8quilibre mise sous 1a présente
forme, qui &quivaut, on le vérifie d'emblde, & 1a condition (11)
commentée plus haut, on convient de préciser au préalable 1°'inter-
prétation €conomigue du multiplicateur de Lagrange C' . Compte tenu
des différentielles respectives des fonctions de codt et de produc-
tion, on peut en déduire :

s wl,dxl + “E'de s E'.Fi.dxl + C'.fé.dxz St

Or, 1a dérivage (dC/dgq) n'est autre que le concept &conomique bien
connu de codt marginal de production. Ainsi le multiplicateur de
Lagrange é&quivaut donc &8 ce dernier concept. Ay surplus, on rappelie
une fois encore gue ce résultat n'est qu'une application d'une pro-
prigté génédrale de Ja mEthode de Lagrance en vertu de Tagquelie, &
1'"équilibre, chaque multiplicateur de Lagrange mesure la sensibilité
avec Taguelle 1a valeur optimale de 1a fonction d'objectif réagit 2
une modification dans| la constante de contrainte correspondante. Dans
le cas présent, Ta fonction d'objectiT est donc constitude par la

o

fonction de colt de production, tandis que g représente la constan-

te de contrainte.

Compte tenu de Ta prézente interprétation économigque
du multiplicateur de Lagrange C' , 1] s'ensuit que le&s expressions
{wiffi} et {wszé] doivent &tre Egales & 1"Equilibre au colt mar-
ginal de producticon. Dr, chacune de ces deux expressions montre laz
mani&re dont le colt de production rdagirait sufte § 1'augmentation
de Ta production due & 1'accroissement isolé d'un facteur. En effeti,
chacune de ces deux expressions éguivaut au guotient du colt marginal
d'acquisition du facteur considéré par sa productivité physique mar-
ginale, é&tant entendu gque, dans la présente hypoth&se de concurrence
partaite sur les marchés de facteurs, Te codt marginal d'acquisition
d'un facteur est constant et se confond avec son colit moyen. On peut
désigner dé&s lors chacune des deux expressions susdites comme des
cofits marginaux partiels de production. Oans ces conditions, la ges-
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tion optimale du cofit de production implique donc 1'&galité des codts
marginaux partiels. De son cdté, toutefois, C' poss2de un sens plus
général : il mesure le colt marginal de production en g&néral, c'est-
d-dire le colt engendré par une augmentation de 1a quantité due 3
1'accroissement simultand des quantitds employvées des facteurs au voi-

sinage de l1a position d'&quilibre.

On & vu dans le chapitre premier gue 1'2lasticité
d'&chelle &quivaut 3 1a somme des &lasticités de la production par
rappaort aux facteurs de telle sorte qu'on 2 1a relation suivante

~

gk 2 BE O+E A
| | I |
I - 1
Eq,t -la =Ty o-x FFy L ox, (19}

Or, lorsque 1a firme s'efforce de gérer son codt de production de
maniére optimale, c'esi-&-dire choisit une combinaison de facteurs
de moindre codt, 1'&quation du coit peut £'écrire

: . :

e =c'fi|xa T hx b4 e
[ LS _i‘. :_'
C=C'|(Ff} - x; + F5 . Xp) d ¢ (20)
En combinant ces deux dernigres relations, on en déduit
- . codt moyen
Eq,t =[{CMA} & L&' = coudt marginal 2L

Or, on sait que suivant que 1'élasticité d'échelle est supdrieure,
dgale ou infé&rieure 3 1'unité, les rendements & 1'Echelle sont crois-
sants, constants ou d&croissanis. D'ol, en pareil cas, le coilt margi-
nal st alors respectivement inférieur, #gal ou supdrieur au codt
moyen. Altermativement, Ta formule (21} peut encore s'dcrire comme

suit

codft marginal _ g dC i
codt moyen AR IIEqﬁt (22)

Cela signifie donc que T"&Tasticité du codt global de production par
rapport 3 la quantité Hquivaut 3 1'inverse de 1'8lasticité d'échelle.
D'ol elle est inférieure, Egale ou supBrieure 3 1'unité selon que
1'"8lasticité d'échelle est elle-méme supérieure, &gale ou inférisure
A 1'unité.




Les copnditions du premier ordre (15) et (16) pour une
position d'&quiTibre de moindre codt constituent un systime d'équa-
tions simultanées montrant les relations implicites gui existent en-
tre, d'une part, les variables endoadnes de T1'analyse, & savoir les
quantités demandées des facteurs x, et x, et le codt marginal de
production €' et, d'autre part, Tes données ou variables exogénes
représentédes jci par les prix des facteurs et la gquantité produite
Wy s W et gq°® . Il s5'agit dés lors de dérivyer 3 partir du systéma
susdit de relations implicites un ensemble de Tonctions explicites
maontrant de gquelle mani&re les guantités des différents facteurs
demandées par la firme ainsi que le coidt marginal de production réa-
aissent & des modifications des prix des facteurs ouw de Ta quantité
produite. Moyennant un ensemble de conditions 3 préciser, on peut
Etablir que T'on obtient effectivement § partir des conditions du
premier ordre susdites les fonctions suivantes

4 .‘. ; ..: L ]
l1":']_ =-:'.‘1[""'1: wEl q} I_T-___. B . |:E3]

x, = xh(wl, Wy, q) it “Shatad L (24)

' = [:1{"‘111 WE: ':I]' iEE:I

En particulier, les fonctions (23] et [24) constituent ce qu'il est
d'usage d'appeler les fonctions de demande de facteurs & production

conatante(1} 51 1'on consid&re une fois encore les conditions d'équi-
libre dy premier ordre de minimisation du coiit de production, on peut
en déduire d'emblée une propriété fondamentale des fonctions de deman-
de de facteurs, i3 savair le fait qu'elles sont homooEnes de degré zéro
par rapport aux prix des facteurs. En d'avtres termes, les guantités

de facteurs utilisées par la firme demeurent inchangées en cas de vari-
ation proporticnnelle des prix de tous Tes facteurs. Dés lors, par
application du thé&eré&me d'Euler, on peut Ecrire

L1} On parle égzlexant dos fonctions de demande condicionmelles (Sous=—entendu
sur un clivesu de production donné).
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X o X

b cWi - aw; g (26)
3k 3%

Wy wa £, 5”2 =i (27)

Alternativement, on peut présenter ces deux derni@res relations en
termes d'&lasticités.| En désignant par Ei' 1*&8lasticitéd du facteur

i
multipliant respectivement (26) et (27) par E;xl et lfxg

¥, {1 =1, £} par rapport au prix W3 (i =1, 2) , on obtient en

Byt Bal=0 (28) 5k, S (29)

Sur le plan empirique, notons ifout d'abord que 12 présente propridtd
3 1'implication suivante : il suffit d'estimer, par exemple, 1'2las-
ticité directe de 1a quantité employée d'un facteur par rapport 3 son
prix pour obtenir du méme coup 1'Eélasticité de Ta gquantité utilisée du
méme facteur vis-3-vis du prix de 1'autre facteur, ce qui réduit en
conséquence le nombre des estimations nécessaires de gquatre 3 deux.
Ensuite, les relations (26) et (27) ou, alternativement, les relations
(28) et (29) impliguent que les deux termes repris dans chacune de ces
relations aient des signes opposés. En fait, 11 est ajséd de voir &
1'aide d'une figure telle gue Ta figure 2 que, si Wy augmente, par
- exemple, la position d'éguilibre de moindre colt pour le niveau de
production considéré (q® se trouvera désormais située 4 la gauche du
SEEP£-~ point initial X . Daps cette nouvelle position, la droite d'isocoit
tﬂﬁﬁf{hiii-aura MTE pente plus fnrte_en v?ieur absolue par syite de Ta hausse d?
ol B D&s lors, on en dEduit qu'une telle hausse op2re un effet de sub-
stitution négatif aux | dépens du facteur X; et un effet de substitu-
tion poesitif av profit de 1'autre facteur. En d'autres termes, la déri-
vée {Exlfawlj ou, alternativement, 1'8lasticitd directe Ey; est
nécessairement négative, tandis gue l1a dérivée f;xzfawlj ou, alterna-
tivement 1'Elasticité]| E,; est forcEment positive. On tire les mémes
conclusions en ce gqui concerne, par exemple, les signes des &lastici-

tés et E

Ezz 12-
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Compte tenu du fait que les 8lasticitéds croisées EIE
et E21 sont positives, les facteurs %y et Xq seront dits
“concurrents". Toutefois, lorsque le nombre de facteurs est supdrieur

d deux, une pnouvelle possibilité apparatt. Dans des relations analo-
gues aux relations (2B} et (29), certaines Elasticités croisées peu-
vent Egalement avoir un signe négatif & 1'instar de 1'&lasticitd

directe. S5i, par exemple, 1'expression Eii (i # j) 2 un signe néga-

tif, les facteurs x:| et X3 seront dits "complEmentaires". I1 en
est ainsi dans 1a mesure ol il apparait que Ta hausse de wj incite
pareillement la firme 3 ré&duire 1'emploi des facteurs L et Kj

Il existe, cependant, d'autres mani&res possibles de d&finir Ta concur-
rence ou 1a complémentarité enire facteurs. Quoi qu'fl en soit, il n'ern
reste pas moins que, pour qu'une relation analogue aux relations (28)
et (29) demeure satisfaite, chague facteur doit avoir au minimum un
facteur concurrent au sens gqui vient d'&tre précisé.

En ce gui concerne Tes fonctions de demande de facteurs
(23} et (24}, on peut également s'intéresser au point de savoir guel
est 1e signe d'une dérivée partielle telle que : {Exifsq} ou, alter-
nativement, d'une Elasticitéd telle gue

(FF]
a4

=4
-
=t
n
=i
]
e

g
3

il
<O

Ur, sur 1a base de ce genre d'expressions, on est amend & introduire
une nouvelle distinction entre facteurs. Un facteur sera dit "normal"”
ou encore "sup@rieur"|si 1'augmentation du volume de production entrai-
ne un accroissement de 71'utilisation du facteur. I1 sera considéré, au
contraire, comme "inférieur" dans 1'hypoth2se inverse. Pour bien com-
prendre ce qui est impiiqué par la présente distinction entre facteurs
normaux et facteurs inférieurs, on peut recourir & 1'analyse graphigque
suivante. Sur la figure 3, une position initiale X' montre Ta combi-
naison actuelle-de moindre codt pour Te niveau de production envisagé
et compte tenu des valeurs prises pour 1'instant par les prix des fac-
teurs. Tout en maintenant ces prix inchangés, on peut déplacer 1a
droite d'isocofit AB parallélement 3 eTlle-méme jusgu's ce gu'elle
so0it tangente en X" 4 une isoquante correspondant § une production
plus élevEe. Or, rien ne nous dit, a priori, si le point X" sera
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situé & droite, d gauche ou encore sur Ta verticale de 1'axe le

gqui passe par X" . Auftrement dit, on n'est nullement assurd du fajit
qu'au nouveay point d'équilibre, la quantité demandée d'un facteur,
tel gue Xy » Sera supérieure, #gale ou inférieure 3 ce cu'elle Etait
au dapart. On peut trés bien avoir une des situations alternatives

qui sont représentées sur les figures 3-b ou 3-¢ au Tieu de celle in-
diqude sur la figure 3-a. Celza signifie donc que, si 1'on se déplace
dans le plan des facteurs sur une droite verticale 3 1'axe Dxl qu i
passe par le point X! , en s'Ecartant de 1'axe des abscisses, on peut

FIGURE Z=a FIGURE 3-b FIGURE 3=-C

tout aussi bien constater gue les isoquantes devienneni de pius en

plus inclindes (cas de la figure 3-a), c'est-3-dire ont une pente

de plus en plus forte en valeur absolue ou bien, au contraire, que

ces courbes sont de plus en plus aplaties, c'est-&-dire ont une pente
de plus en plus faible en valeur absolue (cas de la Tigure 3-c). Enfin,
11 reste le cas ol 1'an constaterait qu'en procédant de la mani&re in-
digquée, Ta2 valeur absolue de la pente des isoquantes demeurerazit in-

chang#e (cas de la figure 3-b}.
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Dans 1'un et 1 autre cas,il apparait par conséquent
que toyt dépend du peint de savoir comment le taux marginzl de sub-
stitution se modifiest-71 Torsque T1°on se ddplace dans: le plan des
facteurs sur une yerticale 3 1'un des axes. En effet, on a cheisi
ici de définir e taux marginal de substitution comme T1a valeur
absolye de 1a pente d'une isocguante (pente calculée par rapport &
1'axe Dxl}. Or, ce taux &quivaut, on 1'a vu, au rapport de Ta pro-
ductivité physique marginale du facteur Xy o sur celle du facteur
X5 - Par consgquent, dans le cas de la figure 3-a, pour un déplace-
ment dans Ta direction indiquée, le fait que le taux marginal de
substitution augmente'5igﬂifie dés lors gue Fi augmente relative-
ment & fé . Peu importe de savoir 51, dans 1'hypothése indiguée,
fi gt fé augmentent ou diminuent T'un et 1'awtre. Ce gui importe
avant tout, c'est le fait de 1'augmentation relative de Fi vig=3=-
vis de fé . LYinverse est vrai dans le cas de la figure 3-c. En
pareil cas, on constate donc une diminution du taux marginal de sub-

stitution qui s'explique par ume diminution relative de Fi relati-
vemant & fé . Rinsi, 1e fait gue 1e facteur %1 apparaisse ici com-
me un facteur inférieur se traduit par Ta propriétéd suivante : 39
1'on maintient inchangée 12 quantité utilisde de ce facteur tout en
gtilisant une quantité de plus en plus grande de 1'autre facteur, sa
productivité physique marginale diminue relativement & celle du fac-
teur variable.

On peut observer gue tous les cas envisagés s'avérent
néanmoins parfaitement compatibles avec 1'hypothiése selon laguelle
les isoquantes soant décroissantes et strictement convexes vers 1'ori-
gine, c'est-d-dire, on le sait, 1'hypothése selon Tagquelle Ta fonction

de production doit &tre 4 tout le moins strictement quasi concave.

Enfin, on peut compléter 1'analyse graphigue gqui vient
d'&tre faite par Ta présente analyse mathEmatique. Pour véErifier si
le facteur %4 est un facteur mormal ow un facteur inférieur, il
convient donc d’'observer s1 Je taux marginal de substitution augmente,
ou au contraire, diminue si 1'on accrofit X, tout en maintenant Xy
inchangé. A cette fin, il convient donc d'observer 1z sighe de 12
présente expressian
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Le facteur X, sera donc supérieur ou inférieur selaon que 1'expres-
sion figurant au numérateur du membre de drojtie sera positive ou na-
gative. Accessoirement, on peut observer gue cette méme expression
gquivaut 3 um cofacteur du déterminant hessien bordé de la fonction
de production F . 5i 1'con prend 12 convention de désigner par ligne
zéro et colonne zéro Ta premiire ligne et 1a premiére colonne de ce

déterminant, on a : : et _
Pl Adpgohf var Aeg
- | 2 A "-'"E
ol = Pod S A 000 (31)

D'un autre c6té&, on a vu que, pour deux facteurs, Te déterminant

hessien bordé 2 un signe positif si la fonction de production
est strictement quasi concave. D'ofi, le facteyr Xy est un facteur

normal ou inférieur zelon que Je déterminant F,y 2 Te méme signe

ou un signe opposéd 3 celui de F

Cn peut encore dégager une autre implication du signe
de 12 dérivée partielle (30). Si le facteur ¥y est un facteur nor-
mal, on a don¢ la restriction suivante

T1 | T2z 5
S (32)

2

Dfol, la dérivée partielle seconde croisée doit Etre positive si Ta
productivité physique marginale de 1'autre facteur est croissante et
peut &tre positive ou|négative dans I'hypothése inverse. Par contre,

si Te facteur ¥, esi un facteur inférieur, 1'inégalita (32) se trou-
ve donc renversée. D&s lors, la dérivde partielle seconde ¢roisée doit
Eire négative si la productivité physique marginale de 1'autre facteur
est dicroissante et peut Etre positive ou négative dans 1'hypothése
Tnverse. I1 apparaft, |dés lors, que la prétendue "lToi de Wicksell™
selon jaguelle la dérivée partieile seconde crojsée ast toujours censée
#tre positive dans le domaine de substitution est incompatible avec
l'existence de facteurs inférieurs dés 1'instant oi, au point considéré
1a 107 des rendements marginaux décroissants est elle-méme vérifiée.

) gy <0 =D :E'i:-':.ﬁt B oife<o wptinbe




Hicks| dans Valeur et Capital avait /d&ja Evoqué la

possibiiité selon Taguelle certains facteurs peuvent &tre inférieurs
AU sens pré&cité en remarquant gue des facteurs peuvent tr&s bien
s'avérer plus intéressants que d'aytres pour de faibles niveaux de
production, puis devenir de moins en moins intdressants & mesure que
Te volume de production augmente. Cependant, on vérifje aisément
gu'un facteur ne peut pas étre inférieur pour tous les niveaux de
production. A cette fin, on peut procéder de la méme manidre que sur
la figure 3. Ainsi, dans le quadrant positif du plan des facteurs,
considérons 1'ensemble des points de tangence entre chacune des iso-
guantes et chacune des droites d'isocoiit valables pour un rappaort
donné des prix des facteurs. Chacun de ces points constitue tout aussi
bien la soTution d'un probléme de minimisation du cogdt de production
pour une quantité donnée que celle d'un problédme de maximisation de
Ta guantité pour un colt donn&. On appelle chemin d'expansion de la

firme le lieu formé par 1'ensemble de ces points de tangence. On le
désigne &galement parfois comme la courbe d'azjustement des facteurs
puisque, pour chaque volume de production possible, elle indique les
quantités respectivement utilisées des deux facteurs considéras. 11
est clair que, si cette courbe a une pente positive, les deux factaurs
envisagés sont normaux. Si, au contraire, sa pente devient négative,
cela signifie que 1'un des facteurs est inférieur, 1'autre facteur
restant forcément normal, puisque, pour produire davantage, i1 faut
bien accroftre au moins T'utilisation d'un facteur. IT1 est Evident
que le chemin d°expansion ne peut aveir constamment une pente néga-
tive, s2 pente devani nécessairement &tre pasitive pour de faibles
niveaux de production. I1 va sans dire que, si le prix d'un facteur
se modifie, on obtient un nouveau chemin d'expansion.

On peut obtenir aisément 1'gauation du chemin d'expan-
sion. En effet, on a vu que, partout dans le domaine de substitution,
les isoguantes sont décroissantes et strictement convexes vers 1'ori-

gine des axes de telle sorte que les conditions du second ordre de
minimisation du codt serant partout satisfaites. D'od, 1'&quaticn du
chemin d'expansion peut €tre représentée par une fonction implicite
des Tacteurs pour laguells Tes conditions du premier ordre de minimi-

sation du codt sont satisfaites




g'::{i ' :{E} = 0 (33)
Compte tenu de la condition d'Egalité entre le rapport des prix des
tacteurs et le rapport de leurs productivités physiques marginales,
cn aobtient danc

glxy 5 %50 =wy . f5 =Wy . f} =0 {34)

Dans le cas d'une fonction de Cobb-Douglas, on a, par exemple

g hasta” T o=«
|- L o £ 4 el
: b.q _ a.q
" T Y Tt 0 (35)

Alternativement, on peut écrire 1'&aquation du chemin d'expansion sous

une forme explicite par rapport & X, 5 par exemple
by J-"f'{E
fH.w
% 1 x {36)
2 1 2.W, [ g

"H._

En toute hypoth&se, il apparait que le chemin d'expansion dans le cas
d'une fonction de Cobb-Douglas homogéne de degré r est représenté
par un segmeént de droite passant par 1'origine. Ce résultat est
conforme & une propriétd g@n#rale des fonctions homogénes de degré

r & savoir, on 1'a |vu, le Tfait que le rapport des productivitds
physigques marginales demeure inchangé si 1'on Tait varier tous Tes
facteurs dans uneg méme proportion, c'est-3-dire =i 1'on modifie uni-
guement 1'Echelile de production. D'une mani&re générale, dés lors,le
chemin d'expansion de la Tirme est constitué par un tel segwent de
droite si 1a fonction est homog&ne de degré r (voir figure &) fan-
dis qu'il peut avoir une Torme gquelcongque comme, par exemple, celle
fndiquée sur la figure 5, si 12 fonction de production n'est pas
homogéne de degré r . Cependant, il apparait du méme coup que, si

la fonction est homogéne de degré r , tous Tes facteurs seront Tor-
cément normaux au sens précité, la possibitité de facteurs inférieurs
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se trouvant donc exclue (1). 51 1'on utilise, d&s Tors, une forme
homogéne de fonction dans des recherches empiriques, cela implique,
entre autres, que 1'an exclut a priori la possibilité gue les fac-
teurs Btudiés puissent Btre des facteurs inférieurs.

Ca peytl apalvser pleg en dfteil ies proprifcds
des fonctions de demande de facteurs par le moyen d'une aaalyse
de statique comparée. En dérivant totaleéement les conditions de

premier ordre (13} et (16), il wvient

.y - -
d g I, d =, f‘.l1 d g o
_ ' =14 = =it = 1 B ¥ e
d w, C it d x iy £, d =, £* 4 C 0
. _ P rr - - T & 3 — E : L] -
d Wy Gt. f11 d X, o ﬁEE < od o, £, - d C L
On obtient donc le systime matriciel suiyant
r b : . - T
1
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On a par exemple pour le| facteur x, o “
L E
S LA LR 0| =
3515 g pe Sohy Hag 01 > R .S
= — = — . B sl B (38)
84 F 3 Ny T
Ceci confirme donc le résulctat obtenu précédemment par l1'analyse

grephique.

{1) Un des premiers auteurs quf ait noté cetie incompatibilité est D.V.T. EBEAR
dans "Inferior inputs land the Theory of the Firm", Journal of Political Economy
(73, 1965, pp. 287-289, en particulier, p. 288. Voir aussi FERGUSSON, The Neo-
classical Theory of Production and Distribution, Cambridge, 1969, p. 19T.




En c¢¢ qui concérme la variation du

facteyr, on & également :
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(39)
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Puisqu'il n'y 2 que deux facteurs, ils zont donec nécesssivement

des substitute pour le niveau de preduction envisagd (voir supra).

Compte tenu du fait que 1'on a de méme :
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on vérifie 2u passage le respect de la propridcéd d'homogéndicé
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Enfin, peur ce qui concerme le coiit marginal, on

obtient pareillement  : L0
P
2 £
3 " 1 2c . C'.F
Elc[ ?__qz F

Le cofit marginal étant nécessairement positif, il en ressort

sera respectivement croissant ou décroissant

selon que le =i

du déterminant hessien de la fonction de pProduction seras

ldentique ou opposé i celui du hessien bgrdé.
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enfin




En d'aptres termes,le ¢oit marginal zugmente ou diminue en cas
de hausse du prix d'un facteur suivant gu'il s'agit d'un

facteur supérieur ouv  inférieur.

SECTION IT - IMPERFECTIONR DE LA COMCURRENCE SUR LES WMARCHES DE FACTEURS

Pour conclure, on peut considérer bri&vement comment
se présente le probléme de la minimisation du codt de production dans
1'hypothése of la comcurrence sur les marchés de facteurs s'avére im-
parfaite. Conformément & ce qui a &té précisé antérieurement, 1'imper-
fection de la concurrence sur ces marchés est caractérisée Jei simple-
ment par le fait que les prix des facteurs varient en fonction des
quantités acquises par la firme. La fonction de cofit s'@crit donc com-

me suit

o= owglag) -oxg o owa(xs) Loy (1}
On peut Tormer dés lors la fonction de Lagrange suivante
L = wl[xli T WE{xE} - Xp ¥t C' [a" - f{xl, xE}I= 0] {2)

{C' = un multiplicateur de Lagrange). Les conditions d'équilibre du
premier ordre sont les suivantes

T SRERLLE TR TN (3)
dw .

sl _ 1 ' - | . e

E:";.JI = wi[:':-i:l + }:._] . _ﬂ:{i - C f = ﬂ_l- C 'F = ﬂ = ['| = ]_’EJ |"3]




A partir des deux conditions (3). on obtient 1'exigence suivante

]

E‘E ] L I Las 3 Ol 3
3X 4 / f1 o axz ! e (4)

En vertu du principe général qui a €t& rappeld&, 1'interprétation
égconomigue du multiplicateur de Lagrange reste identigue (ce gue
1'on peut vérifier du reste en utilisant le méme procédé gque oré-
cédemment) : L' mesure donc le c¢olt marginal de production. La
condition (4) signifie donc que, pour ;haque facteur, son codt mar-
ginal d'acquisition divisé par sa productivitéd physique marginale

miﬁtﬁfg doit Egaler le coidt marginal de production. En d'autres termes, il
*ﬁkiﬁ doit y avoir une fois de plus &galité entre les coits marginaux par-
ﬁfﬂn Ql tiels et Te coilt marginal de production. Alternativement, 13 condi-
o tion (4) peut étre présentée sous la forme suivante
g {%
A, S e 30/ 3, f1
g = ol (%)

Ceci correspond de toute Evidence & la condition de tangence entre
une courbe d'isocolt et 1'isoquante envisagée. (Voir figure 6).

Figure &




